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ABSTRAK
Mengkonstruksi  matriks singular secara acak sangatlah susah. Sementara matriks singular sangat
dibutuhkan dalam sistem kriptografi. Tugas akhir ini membahas empat cara mengkonstruksi
matriks singular dari suatu matriks yang memenuhi sifat khusus, yaitu dengan cara mereduksi
suatu matriks yang memenuhi sifat khusus, menghapus baris dan kolom, mempertukarkan baris
dan kolom, serta memilih matriks persegi secara acak dari suatu matriks yang memenuhi sifat
khusus. Tugas akhir ini membuktikan bahwa keempat cara tersebut dapat menghasilkan matriks
singular.
Katakunci : Determinan, Matriks Singular, Sifat Khusus
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Aljabar linier merupakan cabang dari ilmu matematika yang didalamnya
dikenal istilah matriks. Teori tentang matriks pertama kali dikembangkan oleh
Arthur Cayley(1821-1895) pada 1857. Sekarang matriks telah menjadi alat yang
berguna diberbagai bidang. Berdasarkan sifat operasinya, terdapat beberapa jenis
matriks diantaranya yaitu matrik singular dan matrik nonsingular.
Matriks singular adalah jenis matriks yang amat jarang dibicarakan orang,
yakni matriks yang memiliki determinan nol. Di buku-buku rujukan, baik
matematika dasar maupun lanjut, matriks singular biasanya hanya dijelaskan
dalam satu atau dua alinea saja. Tulisan ini bermaksud sedikit membedah sifat
lanjutan matriks singular yang amat unik, yang biasanya luput dari perhatian
orang.
Matriks singular digunakan dalam sistem kriptografi. Sistem kriptografi
terdiri dari proses enskripsi dan deskripsi. Proses enskripsi dan deskripsi
membutuhkan sistem persandian agar hasilnya tidak mudah dibaca oleh semua
orang, sehingga dalam proses persandian dibutuhkan matriks yang bisa di acak
dan harus sesuai dengan sifat-sifat matriks. Membentuk matriks yang nilai
determinannya tidak nol secara acak sangat mudah, tetapi membentuk matriks
singular secara acak sangat sulit.
Tahun 2012, K. Arulmani dan K.Chadrasekhara Rao menemukan metode
baru untuk membentuk matriks singular dengan sifat khusus yang ditulis di dalam
paper  yang berjudul “ New Perspektif On a Singular  Matrix Formation” dan
dilanjutkan dengan penelitian selanjutnya oleh K.arulmani didalam paper yang
berjudul “ Reduction Theorem On a Singular Matrix With Special Properties”.
Berdasarkan latar  belakang tersebut, penulis tertarik untuk mengkaji dan
menelaah pembentukan matrik singular dengan judul “Konstruksi Matriks
Singular dari Suatu Matriks yang Memenuhi Sifat Khusus ”.
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1.2 RUMUSAN MASALAH
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan di atas, maka rumusan
masalah pada penelitian ini adalah bagaimana cara mengkonstruksikan sebuah
matriks singular dari suatu matriks yang memenuhi sifat khusus.
1.3 BATASAN MASALAH
Adapun batasan masalah dalam penulisan tugas akhir ini adalah membahas
mengenai bentuk matriks singular 	 × 	 dengan 	 > 	2.
1.4 TUJUAN PENULISAN
Tujuan dari tugas akhir ini adalah untuk membentuk matriks singular dari
suatu matriks yang memenuhi sifat khusus.
1.5 MANFAAT PENULISAN
Manfaat dari  penulisan ini adalah sebagai berikut:
a. Penulis dapat mengetahui lebih banyak tentang materi matriks.
b. Memberikan informasi kepada pembaca bagaimana cara mengkonstruksi
matrik singular dari suatu matriks yang memenuhi sifat khusus.
1.5 SISTEMATIKA PENULISAN
Sistematika penulisan terdiri dari lima bab yaitu:
BAB I Pendahuluan
Bab ini berisikan latar belakang masalah, perumusan masalah,
batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian dan
sistematika penulisan.
BAB II Landasan Teori
Landasan teori berisikan tentang hal-hal yang dijadikan sebagai
dasar teori untuk pengembangan tugas akhir.
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BAB III Metodologi Penelitian
Bab ini berisikan metode yang penulis gunakan dalam
penyelesaian tugas akhir.
BAB IV Analisa dan Pembahasan
Bab ini membahas tentang hasil yang diperoleh dari konstruksi
matriks singular dari suatu matriks yang memenuhi sifat khusus.
BAB V Penutup





Landasan teori ini terdiri atas beberapa teori pendukung yang akan
dipergunakan dalam pembentukan matrik singular dari suatu matriks yang
memenuhi sifat khusus.
2.1 Matriks
Definisi 2.1 (Ruminta, 2009) Matriks adalah kumpulan bilangan-bilangan yang
disusun secara khusus dalam bentuk baris dan kolom sehingga membentuk empat
persegi panjang atau bujur sangkar yang ditulis diantara dua tanda kurung, yaitu
( ) atau .
Objek matriks dapat berupa bilangan real, bilangan komplek, ataupun
fungsi. Setiap bilangan yang terdapat dalam matriks disebut elemen matriks.
Semua bilangan yang tersusun dalam jalur horizontal disebut baris dan bilangan
yang tersusun dalam jalur vertikal disebut kolom.
Elemen matriks bisa dinyatakan dengan notasi , dengan menyatakan
baris dan menyatakan kolom. Bentuk umum sebuah matriks dengan elemen







Matriks juga dapat dinyatakan sebagai berikut:
= ×
Dimana :	 = elemen atau unsur matriks					 = 1,2,3,···, , indeks matriks					 = 1,2,3,···, , indeks kolom
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2.2 Jenis – Jenis Matriks
Berdasarkan ordonya terdapat beberapa jenis matriks yaitu:
a. Matriks bujur sangkar/persegi yaitu matriks berordo 	 × 	 atau banyaknya
baris sama dengan banyaknya kolom. Contoh dari matriks bujur sangkar adalah
sebagai berikut :
1. 	 	 = 2 33 12
2. 	 	 = 1 3 44 1 15 2 2
b. Matriks baris yaitu matriks berordo 1	 × 	 atau hanya memiliki satu baris.
Berikut ini adalah contoh matriks baris :	 	 = 2 3 5
c. Matriks kolom yaitu matriks yang hanya memiliki satu kolom. Contoh matriks
kolom adalah sebagai berikut :
1. 	 	 = 54
2. 	 	 = 132
d. Matriks tegak yaitu matriks berordo 	 × 	 dengan 	 > 	 . Contoh matriks
tegak adalah sebagai berikut := 3 64 12 3
e. Matriks datar yaitu matriks berordo 	 × 	 dengan 	 < 	 . Contoh matriks
datar adalah sebagai berikut := 3 5 56 4 2
Berdasarkan elemen-elemen penyusunnya terdapat beberapa jenis matriks
yaitu:
a. Matriks nol yaitu matriks yang semua elemen penyusunnya nol. Contoh
matriks nol adalah sebagai berikut :
	 	 = 0 0 0 , 	 	 = 0 00 0
II-3
b. Matriks diagonal adalah matriks dimana semua elemen diluar diagonal
utamanya adalah nol dan minimal ada satu elemen pada elemen pada diagonal
utamanya bukan nol. Contoh matriks diagonal adalah sebagai berikut :
	 	 = 1 0 00 5 00 0 3
c. Matriks skalar yaitu matriks yang semua elemen pada diagonalnya sama.
Contoh matriks skalar adalah sebagai berikut :
	 	 = 3 0 00 3 00 0 3
d. Matriks simetri yaitu matriks persegi yang setiap elemennya selain elemen
diagonal adalah simetri terhadap diagonal utama. Contoh matriks simetri
adalah sebagai berikut :
	 	 = 3 11 4
e. Matriks simetri miring yaitu matriks simetri yang elemen-elemennya, selain
elemen diagonal saling berlawanan. Contoh matriks simetri miring adalah
sebagai berikut :
	 	 = 0 3 − 7− 3 0 − 27 2 0
f. Matriks identitas adalah matriks dimana semua elemen pada diagonal
utamanya bernilai satu dan elemen diluar diagonal utama bernilai nol. Contoh
matriks matriks identitas adalah sebagai berikut :I × = 1 0O 1 , I × = 1 0 000 10 01
g. Matriks segitiga atas adalah matriks diagonal dimana elemen disebelah kanan
(atas) diagonal utama ada yang bernilai tidak sama dengan nol. Contoh matriks
segitiga atas adalah sebagai berikut :A × = 	 1 20 3 , B × 	 = 	 1 3 500 20 46
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h. Matriks segitiga bawah adalah matriks diagonal dimana elemen sebelah kiri
(bawah) diagonal utama ada yang bernilai tidak sama dengan nol. Contoh
matriks segitiga bawah adalah sebagai berikut :
× 	 = 1 02 1 , × 	 = 	 1 0 034 29 06
i. Matriks transpose yaitu matriks yang diperoleh dari memindahkan elemen-
elemen baris menjadi elemen pada kolom atau sebaliknya. Transpose matriks
A dilambangkan dengan . Contoh matriks transpos adalah sebagai berikut :
	 	 = 4 83 17 3 maka 		nya menjadi : 	 	 = 4 3 78 1 3
Berdasarkan sifat operasinya,  matriks ada beberapa jenis matriks
diantaranya:
a. Matriks singular (singular matriks) adalah matriks yang determinannya bernilai
nol. Contoh matriks singular adalah sebagai berikut :A × 	 = 	 2 44 2 , B × 	 = 	 1 2 32 3 43 5 7
b. Matriks non singular (non singular matriks) adalah matriks yang
determinannya bernilai tidak sama dengan nol. Contoh matriks non singular
adalah sebagai berikut :
× 	 = 4 51 2 , × 	 = 2 2 112 21 22
2.3 Determinan Matriks
Definisi 2.2 (Ruminta, 2009) Determinan matriks adalah bilangan tunggal yang
diperoleh dari semua permutasi 2 elemen matriks bujur sangkar. Jika subskrip
permutasi elemen matriks adalah genap diberi tanda positif (+) dan sebaliknya
jika subskrip permutasi elemen matriks adalah ganjil maka diberi tanda negatif
(− ). Inversi terjadi jika bilangan yang lebih besar mendahului bilangan yang lebih
kecil dalam urutan subskrip permutasi elemen matriks.
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Determinan matriks hanya didefinisikan pada matriks bujur sangkar
(matriks kuadrat).
Notasi determinan matriks  : det( ) =| | atau det = | |
Jika diketahui matriks 	:
=
⋯		⋯		⋮ ⋮ ⋱ ⋯⋯⋮ ⋱ ⋮⋯		⋮ ⋮ ⋱⋯	 ⋯⋮ ⋱ ⋮⋯
Maka determinan dari matriks :
det =det ( ) =| |=
⋯		⋯		⋮ ⋮ ⋱ ⋯⋯⋮ ⋱ ⋮⋯		⋮ ⋮ ⋱⋯	 ⋯⋮ ⋱ ⋮⋯
Definisi 2.3 (Charles G Cullen, 1992) Jika adalah suatu matriks × , maka
anak matriks (sub-matrix) berukuran − 1 × − 1 	yang diperoleh dari
dengan menghapuskan baris ke- dan kolom ke- dinamakan minor unsur ( , )





Definisi 2.4 (Charles G Cullen, 1992) Jika matriks berukuran	 × ,
determinan matriks didefenisikan sebagai
det = (− 1) det	( )
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dan = −
Berdasarkan definisi tersebut, bisa diterapkan juga pada matriks yang
berukuran 3 × 3, maka diperoleh:
det ( )=
= (− 1) + (− 1) + (− 1)
= − +
= − − − + ( −)
=	 + + − − −																	
2.3.1 Sifat-sifat Determinan
Sifat-sifat determinan adalah sebagai berikut :
1. det (A) = det(AT). Contohnya adalah sebagai berikut := 3 15 7 , = 3 51 7										 = 16
2. Determinan dari matriks segitiga adalah hasil kali dari entri diagonal.
Contohnya adalah sebagai berikut :
0 = 0 =
3. Jika salah satu baris atau kolom matriks dipertukarkan dengan baris atau
kolom lain, maka determinannya adalah –det( ). Contohnya adalah sebagai
berikut :
= −
4. Jika satu baris atau kolom dari suatu matriks dikalikan dengan suatu




Secara khusus, jika semua entri dalam satu baris adalah nol, maka
determinannya adalah nol.
5. Jika setiap elemen pada satu baris atau kolom matriks dikalikan dengan
konstanta kemudian ditambahkan ke baris atau kolom lain tidak akan
mengubah nilai determinan. Contohnya adalah sebagai berikut :
Misal =	| | = = + + = + +
Catatan : Jika satu baris atau kolom dari suatu matriks adalah kelipatan dari
baris atau kolom lain, maka determinan dari matriks tersebut harus sama
dengan nol.
6. Jika dan adalah matriks ukuran 	 × 	 , maka det( ) = det( ).det( ).
Contohnya adalah sebagai berikut :
Tentukan determinan dari matriks berikut:	 = 6 13 2 , = 4 31 2 , = 6 13 2 4 31 2 = 25 2014 13
det( ) = 25 2014 13 = 25 × 13 – 20 × 14 = 45
det( ) = 6 13 2 = 6 × 2 – 1 × 3 = 9
det( ) = 4 31 2 = 4 × 2 – 3 × 1 = 5
det( ).det( ) = det( ) = 45
7. Jika dua baris atau kolom matriks adalah sama (identik), maka det( ) = 0.
Contohnya adalah sebagai berikut :
=
6 2 24 2 29 2 2
Solusi :
det( ) = 6 2 24 2 29 2 2	 = 24 + 36 + 16 – 36 – 24 – 16 = 0
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2.3.2 Menghitung Determinan
Ada beberapa metode untuk menentukan determinan dari matriks bujur
sangkar yaitu :
2.3.2.1 Aturan Sarrus
Perhitungan determinan matriks dengan metode sarrus hanya dapat
diterapkan pada matriks berukuran 2 × 2	dan	3 × 3.
Metode sarrus (metode spaghetti ) menggunakan perkalian  elemen matriks
secara diagonal. Perkalian elemen matriks pada diagonal turun (dari kiri atas ke
kanan bawah) diberi tanda (+)  sedangkan perkalian elemen matriks pada
diagonal naik (dari kiri bawah ke kanan atas) diberi tanda negatif (-).
a. Determinan matriks ukuran 3 × 3=
Maka
det( )=| |= = + + 	 −																																																													 − −
Sebagai pengingat ketentuan di atas diperoleh dari :
+       +        +	 =
- - -
Contoh 2.1 :
Tentukan determinan matriks 3 × 3 berikut menggunakan aturan sarrus.
= 1 5 − 31 0 23 − 1 2
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Penyelesaian :
+      +      +
det( ) = | | = 1 5 − 31 0 23 − 1 2 1 51 03 − 1
- - -
=	 1 × 0 × 2 + 5 × 2 × 3 + − 3 × 1 × − 1 − 3 × 0 × − 3 − − 1 ×				2 × 1 − 2 × 1 × 5
= 0 + 30 + 3	− 0 − (– 2) – 10
= 33 – 8 = 25
2.3.2.2 Metode Minor-Kofaktor
Definisi 2.5 ( Steven J. Leon, 2001 ) Misalkan = ( ) adalah matriks× dan misalkan menyatakan matriks ( − 1) × ( − 1) yang
diperoleh dari dengan menghapus baris ke-i dan kolom ke-j dari .
Determinan dari disebut minor dari 	Sedangkan kofaktor dinotasikan
dengan	 dari 	didefinisikan dengan= (− 1) det	( )
Jika diketahui suatu matriks berukuran	 × :
=
		…		⋯⋮	 ⋮	 ⋱ ⋮			⋯ 	
a. Menentukan determinan berdasarkan baris matriks
det( ) = ∑ 	. (− 1) 	
det( ) = ∑ 	. , = indeks kolom
atau
det( ) = + + + ⋯ +
i = salah satu baris matriks
b. Menentukan determinan berdasarkan kolom matriks
det( ) = ∑ 	. (− 1) 	
det( ) = ∑ 	. , = indeks baris
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atau
det( ) = + + + ⋯+
j = salah satu kolom matriks
Contoh 2.2 :
Tentukan determinan matriks berikut menggunakan minor dan kofaktor
untuk matriks 4 × 4.
=
	5		 	1						− 1			 			0									 2	 		4		2				 		3			1 							1			1 							0										6		 				1								0 	− 4
Penyelesaian :
Menggunakan minor dan kofaktor pada baris ke-4
det( ) =
	5		 	1						− 1			 			0									 2	 		4		2				 		3			1 							1			1 							0										6		 				1								0 	− 4 = 1 + 0 + 0 + (− 4)
41 = − 1 1 2 40 2 31 6 1
= − 1 1 2 40 2 31 6 1
= − 0(− 1) 2 46 1 + 2(− 1) 1 41 1 + 3(− 1) 1 21 6
=18
A44 = − 1 5 1 2− 1 0 21 1 6
=
5 1 2− 1 0 21 1 6
=− (− 1)(− 1) 1 21 6 + 0(− 1) 5 21 6 + 2(− 1) 5 11 1
= − 4
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det(A) = (1) A41 + (0)A42 +(0) A43+(-4) A44
= (1)(18)+(	− 4)(	− 4)
= 34
2.3.2.3 Reduksi Baris
Metode ini digunakan untuk menghindari perhitungan yang panjang
dalam penerapan definisi determinan secara langsung. Determinan suatu
matriks dapat dihitung dengan mereduksi matriks tersebut dalam bentuk
eselon baris.
Teorema 2.1 Jika adalah matriks segitiga	 × , maka ( ) adalah
hasilkali entri-entri pada diagonal utama, yaitu det( )	= + + +⋯+ .
Contoh 2.3 :
Tentukan determinan matriks 4 × 4 berikut menggunakan reduksi baris.
=
1 1					2 1					1 22 11 1					2 2					3 21 1
Penyelesaian :
det ( ) =
1 1					2 1					1 22 11 1					2 2					3 21 1
=
1 1					2 1					1 22 11 1					2 2					3 21 1 baris 2 + (-2) baris 1, baris 3 +(-1) baris 1, baris 4
+(-2) baris 1
=
1 1					0 − 1									1 		20 − 30			 	0						0			 0					 	2 	0− 1 − 3 	baris 4 + ½ baris 3
=
1 1					0 − 1									1 		20 − 30				 0							0				 0								2 		0	0 − 3
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= 1 × − 1 × 2 × − 3
= 6
2.4 Matriks singular
Definisi 2.6 (Ruminta, 2009) : Matriks singular adalah matriks yang
determinannya bernilai nol.
2.4.1.1 Sifat Khusus untuk Mengkonstruksi Matriks Singular
Misalkan matriks singular A	 	× 	 adalah sebagai berikut :
	 		…		⋯⋮	 ⋮	 ⋱ ⋮			⋯
Matriks memenuhi sifat khusus jika dan hanya jika memenuhi sifat berikut:
+ − = .
+ − = .
+ − = .
+ − = .⋮
+ − = .
+ − = .
+ – = .
+ – = .
+ – = .⋮
+ − = .
+ − = .
+ – = .
+ – = .
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+ – = .⋮
+ − = .
+ − = .
+ – = .
+ – = .
+ – = .⋮
+ − = .⋮( ) + − ( ) = .( ) + − ( ) = .( ) + − ( ) = .( ) + − ( ) = .⋮
+ – = .
Sehingga diperoleh :− =	 − 	 = … = − = 	 − .− =	 − 	 = … = − = 	 − .⋮( ) − =	 ( ) − 	 = … = ( ) − = 	 ( ) − .
Persamaan di atas dapat ditulis secara umum sebagai berikut :− ( )=	 − 	 ( ) =  ...  = − ( ),∀	 = 1,2,3, … , − 1 	.		 (2.1)
Persamaan (2.1) dapat diperumum lagi menjadi :− ( ) =	 ( ) − 	 ( )( ),∀	 = 1,2,3, … , ( − 1), = 1,2,3, … , . (2.2)
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2.4.2 Teorema sifat khusus
Teorema 2.2 (K. Arulmani, 2012) : Setiap matrik yang dibentuk dengan




memenuhi sifat khusus, artinya:− = − = − (2.3)− = − = − (2.4)
Kasus 1, − = 0	atau − = 0 ⇔ = atau = .
Karena − = − = − dan − = − =− 	maka − = 0, − = 0	dan	 − = 0, − = 0⇔ = , = 	dan	 = , = . Berarti kolom pertama
identik dengan kolom kedua atau kolom kedua identik dengan kolom ketiga.
Karena entri dalam dua kolom identik maka det( ) = 0




Karena − = − = − , diperoleh
=
−	− 		− 	
Kurangkan kolom kedua dengan kolom ketiga didapatkan
=
− −	− 	 −	− 	 −
Karena − = − = − , diperoleh
=
− −	–	 −	–	 −
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Misalkan matriks adalah matriks yang diperoleh dari matriks dengan
mengalikan kolom pertama dengan 	 dan kolom kedua dengan ,
sehingga diperoleh
=
1 11 11 1
det ( ) = 1 11 − 1 11 + 	 1 11 1
det ( ) = − – ( – ) + 1 − 1
det ( ) = − – + ) + (0)
det ( ) = 0
Sehingga diperoleh det ( ) = 					 			.				 		 .  det ( ) = 0
Jadi, setiap matriks yang dikonstruksi menggunakan sifat khusus
determinannya bernilai nol. ■
Contoh 2.4 :
Diketahui matriks memenuhi sifat khusus
=
12 22	 2514 24 2720 30 33
Tunjukkan bahwa matriks A adalah matriks singular!
Penyelesaian :
det( ) = 12 22	 2514 24 2720 30 33 12			14			20				222430
= (12 × 24 × 33) + (22 × 27 × 20 ) + (25 × 14 × 30) – (22 × 14 × 33) -
(12 × 27 × 30) - (25 × 24 × 20)
=  0




Tugas akhir ini disusun atas suatu kerangka pemikiran yang langkah-
langkahnya adalah sebagai berikut:
1. Diberikan suatu matriks yang memenuhi sifat khusus.
2. Konstruksi matriks singular dari suatu matriks yang memenuhi sifat khusus,
dengan cara sebagai berikut :
a. Mereduksi matriks singular ( × ) yang terbentuk dari sifat khusus
menjadi matriks singular − 1 × ( − 1), sehingga terbentuk matriks
singular baru.
b. Mengeleminasi baris ke-i dan kolom ke-j matriks singular ( × ) yang
terbentuk dari sifat khusus menjadi matriks singular ( − 1) 	× ( − 1),
sehingga terbentuk matriks singular baru.
c. Mempertukarkan baris atau kolom  matriks singular yang terbentuk dari
sifat khusus, sehingga terbentuk matriks singular baru.
d. Memilih matriks persegi secara acak dari  matriks singular yang terbentuk
dari sifat khusus, sehingga terbentuk matriks singular baru.
III-2
Langkah-langkah metodologi penelitian di atas  dapat digambarkan dalam
flowchart sebagai berikut :
Gambar 3.1 Flowchart Cara Mengkonstruksi Matriks Singular dari Suatu
Matriks yang Memenuhi Sifat Khusus
MULAI
DIBERIKAN SUATU MATRIKS YANG
MEMENUHI SIFAT KHUSUS
Reduksi matriks




singular( − 1	 × − 1)
.
Eleminasi baris ke-
i dan kolom ke-j
matriks singular( × ) yang
terbentuk dari sifat
khusus menjadi

















Bab ini akan membahas tentang proses mengkonstruksi matriks singular
dari suatu matriks yang memenuhi sifat khusus. Mengkonstruksi matriks singular
dapat dilakukan dengan empat cara sebagai berikut :
4.1 Konstruksi Matriks Singular dengan Mereduksi Suatu Matriks yang
Memenuhi Sifat Khusus
Teorema 4.1 (K. Arulmani, 2012) Matriks 	× 	 yang memenuhi sifat khusus
dapat direduksi menjadi matriks × ( ) yang juga memenuhi sifat khusus,
sehingga adalah matriks singular.
Bukti :
Misalkan A	 	× 	 adalah matriks yang memenuhi sifat khusus. Ditulis
A	 	× 	 = 		…		⋯⋮	 ⋮	 ⋱ ⋮			⋯
Karena matriks memenuhi sifat khusus, maka matriks A memenuhi persamaan
umum sebagai berikut :− ( ) =	 ( ) − 	 ( )( ),∀	 = 1,2,3, … , ( − 1), = 1,2,3, … , − 1 . (4.1)
Matriks direduksi menjadi matriks × ( ) sebagai berikut:
	 × 	 = 	
	 				⋯ 			 ( ) 						 ( )⋮( )( )( )
⋮( )( )( )
⋯⋱⋯⋯⋯
( )⋮( )( )( )
( )⋮( )( )( )
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dengan = 	 + 	 + 	 + 	 .= 	 + 	 + 	 + 	 .= 	 + 	 + 	 + 	 .= 	 + 	 + 	 + 	 .⋮( ) = 	 ( ) + 	 + 	 ( ) + 	 .
= 	 + 	 + 	 + 	 .= 	 + 	 + 	 + 	 .= 	 + 	 + 	 + 	 .= 	 + 	 + 	 + 	 .																										⋮( ) = 	 ( ) + 	 + 	 ( ) + 	 .
= 	 + 	 + 	 + 	 .= 	 + 	 + 	 + 	 .= 	 + 	 + 	 + 	 .= 	 + 	 + 	 + 	 .																										⋮( ) = 	 ( ) + 	 + 	 ( ) + 	 .																										⋮( ) = 	 ( ) + 	 + 	 ( ) + 	 .( ) = 	 ( ) + 	 + 	 ( ) + 	 .( ) = 	 ( ) + 	 + 	 ( ) + 	 .( ) = 	 ( ) + 	 + 	 ( ) + 	 .																								⋮										 ( ) = 	 ( ) + 	 + 	 ( ) + 	 .
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( ) = 	 ( ) + 	 + 	 + 	 .( ) = 	 ( ) + 	 + 	 + 	 .( ) = 	 ( ) + 	 + 	 + 	 .( ) = 	 ( ) + 	 + 	 + 	 .																								⋮( ) = 	 ( ) + 	 + 	 ( ) + 	 .
Persamaan-persamaan di atas dapat ditulis sebagai berikut:= 	 + 	 + 	 + 	 ,∀	 = 1,2,3, … , ( − 1), = 1,2,3, … , − 1 . (4.2)
Selanjutnya akan ditunjukkan B memenuhi sifat khusus. Artinya akan
ditunjukkan:− 	 = 	 − 	 = − 	 = ⋯ = ( ) − 	 ( ) .− 	 = 	 − 	 = − 	 = ⋯ = − 	 .− 	 = 	 − 	 = − 	 = ⋯ = − 	 .− 	 = 	 − 	 = − 	 = ⋯ = − 	 .⋮( ) − 	 ( ) = 	 ( ) − 	 ( ) = ⋯ = ( ) − 	 ( ) .
Persamaan-persamaan di atas dapat ditulis secara umum sebagai berikut:	 − 	 ( ) = 	 − 	 ( ) = − 	 ( ) = ⋯ = −	 ( ) ∀	 = 1,2,3, … , − 2 . (4.3)
atau secara umum akan ditunjukkan :− 	 = 	 − 	 ,	∀	 = 1,2, … , − 2 ,= 1,2, … , − 2 . (4.4)
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Berdasarkan persamaan (4.1) diperoleh :− 	 = 	 − 	 	
( ) − 	 = 	 ( ) − 	 																						−− = 	 	− 	 (4.5)																		 = 	 	− 	 + (4.6)
Selanjutnya akan dibuktikan − 	 = 	 − 	 ,	∀	 = 1,2, … , − 1 , = 1,2, … , − 2 .
Subsitusikan persamaan (4.2) ke persamaan (4.4) diperoleh:− 	 	 = 	 + 	 + 	 + 	 	 	 −			− 	 	− 	 .
= + 	 	− 	− 	 .
Berdasarkan persamaan (4.6),		 = 	 	− 	 + 	
maka diperoleh:− 	 		 = ( − 	 + 	 )+( 	 −
( ) + 	 )– ( ( ) − 	 +	 ) – ( ( ) − 	 + 	 ( ) .
= + − 	 − 	 ( ) .= − 	 .
Jadi, terbukti bahwa matriks memenuhi sifat khusus. Berdasarkan




2 51 4				7 10				6 93 64 7				8 11				9 12 adalah matriks yang memenuhi sifat
khusus, sehingga det( ) = 0. Buatlah matriks singular baru dengan cara mereduksi
matriks !
Penyelesaian :
Cara mereduksi matriks adalah sebagai berikut :
= 2 + 5 + 1 + 4 = 12
= 5 + 7 + 4 + 6 = 22
= 7 + 10 + 6 + 9 = 32
= 1 + 4 + 3 + 6 = 14
= 4 + 6 + 6 + 8 = 24
= 6 + 9 + 8 + 11    = 34
= 3 + 6 + 4 + 7 = 20
= 6 + 8 + 7 + 9 = 30
= 8 + 11 + 9 + 12 = 40
sehingga diperoleh matriks sebagai berikut :
=
12 22	 3214 24 3420 30 40
Perhatikan bahwa matriks juga memenuhi sifat khusus. Menurut Teorema (2.2)
diperoleh det( ) = 0. Jadi singular.
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4.2 Konstruksi Matriks Singular dengan Menghapus Baris dan Kolom Suatu
Matriks yang Memenuhi Sifat Khusus
Teorema 4.2 (K. Arulmani, 2012) Misalkan matriks adalah matriks 	 × 	
yang memenuhi sifat khusus. Matriks ∗ 	yang diperoleh dari dengan
menghapus baris ke− dan kolom ke− adalah matriks singular.
Bukti :
Misal ( × ) = 	
	 		 												 							 								… ( )																… 	 ( ) 										 			 ( )														 				 ( ) 					… 		 							…⋮						 								⋮															 			 	 ⋱ ⋮… 	 ( )( ) 	⋮ ⋮				 ( ) 	 ( )( ) 				… ⋮… 	 ( )									 				 ( ) 					… 	 ( )				… 	 ( )( ) 				 	 ( )				 ( ) 	 ( )( )				… 	… 	 ( )								⋮ 														⋮	 						 										⋱ ⋮										… 	 ( )																		⋮ ⋮											 								 ( ) ⋱ ⋮				… 		
Diketahui matriks	 memenuhi sifat khusus, artinya:− 	 = 	 − 	 , ∀	 = 1,2,3, … , ( − 1),= 1,2,3, … , .																																																																																	 (4.7)
Hapus baris ke− dan kolom ke− dari matriks diperoleh matriks *
sebagai berikut:
∗ ( )= 	
			 		 												 								 											… ( )																… 				 ( ) 			 ( )				 ( )	 	… 	 											…⋮						 								⋮															 			 	 ⋱ ⋮… 	 ( )( ) 	 ⋮	 ( )( ) 				… ⋮… 	 ( )									 				 		 ( ) 									… 	 ( )( ) 	 ( )( )				… 	 ( )								⋮ 														⋮	 						 										⋱ ⋮										… 		 ( )																		 ⋮								 ( ) ⋱ ⋮				… 		
Akan dibuktikan * juga memenuhi sifat khusus, artinya hanya akan dibuktikan :( ) − 	 = 	 − 	 = ⋯ = 	 ( )( ) − 	 ( ) =	 ( ) − 	 ( ) = ⋯ = − 	 ( ) .
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atau secara umum:− 	 = 	 − 	 , ∀ = 1,2,3, … , , 	 ≠ 	 − 1		
dan 	 ≠ 	 . (4. 8)
dan − 	 = 	 − 	 , ∀ = 1,2,3, … , ,	 ≠ 	 . (4.9)
Untuk 	 = 	 ( − 1),	persamaan (4.1) menjadi :( ) − 	 = 	 ( ) − 	 ,	∀ = 1,2,3, … , . (4.10)
Untuk 	 = 	 , persamaan (4.1) menjadi:− 	 = 	 ( ) − 	 , ∀	 = 1,2,3,… , . (4.11)
Persamaan (4.10) dan (4.11) dieliminasi maka diperoleh:− 	 = 	 − 	 , ∀	 = 1,2,3, … , 	.			− 	 = 	 ( ) − 	 , ∀	 = 1,2,3,… , .− 	 = 	 − 	 , ∀	 = 1,2,3, … , . (4.12)
Untuk 	 = 	 	– 	1 diperoleh( ) − 	 ( ) = 	 − 	 . (4.13)
Untuk 	 = 	 diperoleh− 	 = 	 − 	 . (4.14)
Persamaan (4.13) dan (4.14) dieliminasi maka diperoleh:( ) − 	 ( ) = 	 − 	 .− 	 = 	 − 	 .
+( ) − 	 ( ) = 	 − 	 . (4.15)
Jadi, terbukti bahwa * juga memenuhi sifat khusus. Karena * memenuhi




1 32 4				4 6				5 73 54 6				6 8				7 9 adalah matriks yang memenuhi sifat
khusus, sehingga det( ) = 0. Bentuklah matriks singular baru dengan cara
menghapus baris ke-2 dan kolom ke-3 dari matriks  !
Penyelesaian :
Misal * diperoleh dengan menghapus baris ke-2 dan kolom ke-3 dari
matriks diperoleh matriks sebagai berikut :
*
=
1 3 63 5 84 6 9
Dapat dilihat bahwa matriks * juga memenuhi sifat khusus. Menurut Teorema
(2.2) diperoleh det( ∗) = 0. Jadi ∗ singular.
4.3 Konstruksi Matriks Singular dengan Mempertukarkan Baris dan Kolom
Suatu Matriks yang Memenuhi Sifat Khusus
Teorema 4.3 (K. Arulmani, 2012) Misalkan adalah matriks 	 × 	 yang
memenuhi sifat khusus. Jika * adalah matriks yang diperoleh dengan
mempertukarkan dua baris atau dua kolom dari , maka * adalah matriks
singular.
Bukti:
a. Baris yang dipertukarkan
Misalkan × =
			 ……⋮ ⋮ 		 ⋮ ⋮ ⋱ ⋮…⋮ ⋮ ⋮ ⋮			 ⋱ ⋮…⋮ ⋮ 	 ⋮ 	⋮ ⋱ ⋮…
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Matriks memenuhi sifat khusus, artinya:− = 	 − 	 = ⋯ = − 	 = ⋯ = − 	 = ⋯ = − 	 .− = 	 − 	 = ⋯ = − 	 = ⋯ = − 	 = ⋯ = − 	 .− = 	 − 	 = ⋯ = − 	 = ⋯ = − 	 = ⋯ = − 	 .− = 	 − 	 = ⋯ = − 	 = ⋯ = − 	 = ⋯ = − 	 .⋮( ) − = 	 ( ) − 	 = ⋯ = ( ) − 	 = ⋯ = ( ) − 	 =												… = ( ) − 	 .
Persamaan di atas dapat diperumum menjadi:− ( ) = 	 − 	 ( ) = ⋯ = − 	 ( ) = ⋯ = − 	 ( ) =⋯ = − 	 ( ), ∀	 = 1,2,3, … , − 1 . (4.16)
Dipertukarkan baris ke- dengan baris ke- maka diperoleh matriks *
sebagai berikut:
∗( × ) = 	
			 ……⋮ ⋮ 		 ⋮ ⋮ ⋱ ⋮…⋮ ⋮ ⋮ ⋮			 ⋱ ⋮…⋮ ⋮ 	 ⋮ 	⋮ ⋱ ⋮…
Akan dibuktikan * memiliki sifat khusus,− = 	 − 	 = ⋯ = − 	 = ⋯ = − 	 = ⋯ = − 	 .− = 	 − 	 = ⋯ = − 	 = ⋯ = − 	 = ⋯ = − 	 .− = 	 − 	 = ⋯ = − 	 = ⋯ = − 	 = ⋯ = − 	 .− = 	 − 	 = ⋯ = − 	 = ⋯ = − 	 = ⋯ = − 	 .⋮− = 	 − 	 = ⋯ = − 	 = ⋯ = − 	 =… 	= ( ) − 	 .
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Persamaan di atas dapat diperumum menjadi:− ( ) = 	 − 	 ( ) = ⋯ = − 	 ( ) = ⋯ = − 	 ( ) =⋯ = − 	 ( ), ∀	 = 1,2,3, … , − 1 . (4.17)
Perhatikan bahwa persamaan (4.16) sama dengan persamaan (4.17),
sehingga persamaan (4.17) langsung terbukti.
Jadi, terbukti bahwa matriks * juga memenuhi sifat khusus. Berdasarkan
Teorema (2.2) * adalah matriks singular. ■
Contoh 4.3 :
Diketahui matriks = 2 3 51 2 43 4 6 adalah matriks yang memenuhi sifat khusus.
det( ) = 0. Buatlah matriks baru dengan cara mempertukarkan baris pertama
dengan baris ke-2 dari matriks dan tunjukkan bahwa matriks baru yang
terbentuk juga singular!
Penyelesaian :
Misal matriks * adalah matriks yang diperoleh dengan mempertukarkan baris
pertama dengan baris ke-2 dari matriks maka diperoleh
* = 1 2 42 3 53 4 6
Perhatikan bahwa * memenuhi sifat khusus. Menurut Teorema (2.2)
det( *) = 0. Jadi *adalah matriks singular.
b. Kolom yang dipertukarkan
Misalkan
× =
						… 							… ( ) 		 		( ) … 						… ( ) 	 ( )( )……				… ( )				… ( )					 										 ( ) … ( )			… ( ) 		 ( )( )……⋮ 	⋮ 				⋱ ⋮… ( 	) ⋮ ⋮			 			⋱ ⋮… ( ) 						⋮ ⋮					 ( )⋱ ⋮…
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Diketahui matriks memenuhi sifat khusus, artinya:	− 	 	=		 − 	 = … = − = 	 − . 																	(4.18)− =	 − 	 = … = − = 	 − .																																		(4.19)													⋮
( ) − =	 ( ) − 	 = … = ( ) − = 	 ( ) − . (4.20)
− ( ) =	 − 	 ( ) = … = − ( ) = 	 − . (4.21)
( ) − ( ) =	 ( ) − 	 ( ) = … = ( ) − ( ) = 	 ( ) − . (4.22)⋮
( ) − ( )=	 ( ) − ( )= … = ( ) − ( ) = 	 ( ) − . (4.23)( ) − =	 ( ) − 	 = … = ( ) − = 	 ( ) − . (4.24)− ( ) =	 − 	 ( ) = … = − ( ) = 	 − ( ) . (4.25)												⋮
( ) − =	 ( ) − 	 = … = ( ) − = 	 ( ) − . (4.26)
Matriks * adalah matriks yang diperoleh dari dengan mempertukarkan
kolom ke- dengan kolom ke- dari matriks , sehingga diperoleh :
*
=
						… 							… ( ) 		 		( ) … 						… ( ) 	 ( )( )……				… ( )				… ( )					 										 ( ) … ( )			… ( ) 		 ( )( )……⋮ 	⋮ 				⋱ ⋮… ( 	) ⋮ ⋮			 			⋱ ⋮… ( ) 						⋮ ⋮					 ( )⋱ ⋮…
Akan dibuktikan * memenuhi sifat khusus, artinya :− =	 − 	 = … = − = 	 − .− =	 − 	 = … = − = 	 − .⋮( ) − =	 ( ) − 	 = … = ( ) − = 	 ( ) − .− ( ) =	 − 	 ( ) = … = − ( ) = 	 − ( ).	⋮( ) − =	 ( ) − 	 = … = ( ) − = 	 ( ) − .
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− ( ) =	 − 	 ( ) = … = − ( ) = 	 − .	⋮( ) − =	 ( ) − 	 = … = ( ) − = 	 ( ) − .
Persamaan-persamaan di atas sama dengan persamaan (2.1) kecuali,( ) − =	 ( ) − 	 = … = ( ) − = 	 ( ) − .− ( ) =	 − 	 ( ) = … = − ( ) = 	 − ( ).( ) − =	 ( ) − 	 = … = ( ) − = 	 ( ) − .− ( ) =	 − 	 ( ) = … = − ( ) = 	 − .
Sehingga cukup dibuktikan empat persamaan di atas saja.
Eliminasi persamaan (4.20) sampai dengan persamaan (4.24) diperoleh:
( ) − =	 ( ) − 	 = … = ( ) − = 	 ( ) − . (4.20)− ( ) =	 − 	 ( ) = … = − ( ) = 	 − . (4.21)⋮
( ) − ( )=	 ( ) − ( )= … = ( ) − ( ) = 	 ( ) − . (4.23)
( ) − =	 ( ) − 	 = … = ( ) − = 	 ( ) − . (4.24)
+( ) − =	 ( ) − 	 = … = ( ) − = 	 ( ) − . (4.27)
Eliminasi persamaan (4.22) sampai dengan persamaan (4.24), diperoleh:
( ) − ( ) =	 ( ) − 	 ( ) = … = ( ) − ( ) = 	 ( ) − . (4.22)
( ) − ( ) =	 ( ) − 	 ( ) = … = ( ) − ( ) = 	 ( ) − .	⋮
( ) − ( )=	 ( ) − ( )= … = ( ) − ( ) = 	 ( ) − ( ) . (4.23)
( ) − =	 ( ) − 	 = … = ( ) − = 	 ( ) − . (4.24)
+( ) − =	 ( ) − 	 = … = ( ) − = 	 ( ) − . (4.28)
kalikan semua ruas pada persamaan (4.28) dengan (-1) sehingga diperoleh:− ( ) =	 − 	 ( ) = …= − 	 ( ) = 	 − . (4.29)
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Eliminasi persamaan (4.21) sampai dengan persamaan (4.23), diperoleh:− ( ) =	 − 	 ( ) = … = − ( ) = 	 − . (4.21)
( ) − ( ) =	 ( ) − 	 ( ) = … = ( ) − ( ) = 	 ( ) − . (4.22)	⋮( ) − ( )=	 ( ) − ( )= … = ( ) − ( ) = 	 ( ) − ( ) .
( ) − ( )=	 ( ) − ( )= … = ( ) − ( ) = 	 ( ) − ( ) . (4.23)
+− ( ) =	 − 	 ( ) = … = − ( ) = 	 − . (4.30)
kalikan semua ruas persamaan (4.30 ) dengan (-1) sehingga diperoleh:
( ) − =	 ( ) − 	 = … = ( ) − = 	 ( ) − . (4.32)
Eliminasi persamaan (4.21) sampai dengan persamaan (4.25), diperoleh:− ( ) =	 − 	 ( ) = … = − ( ) = 	 − . (4.21)
( ) − ( ) =	 ( ) − 	 ( ) = … = ( ) − ( ) = 	 ( ) − ( ) . (4.22)	⋮
( ) − =	 ( ) − 	 = … = ( ) − = 	 ( ) − . (4.24)− ( ) =	 − 	 ( ) = … = − ( ) = 	 − . (4.25)
+− ( ) =	 − 	 ( ) = … = − ( ) = 	 − . (4.32)
Jadi, terbukti bahwa matriks * memenuhi sifat khusus. Menurut Teorema
(2.2) * merupakan matriks singular. ■
Contoh 4.4 :	
Diketahui matriks = 2 3 51 2 43 4 6 memenuhi sifat khusus, sehingga det( ) = 0.
Buatlah matriks singular baru dengan cara mempertukarkan kolom ke-3 dengan
kolom pertama dari matriks  !
Penyelesaian :
Misal matriks adalah matriks yang diperoleh dengan mempertukarkan kolom
ke-3 dengan kolom pertama dari matriks diperoleh = 5 3 24 2 16 4 3
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Dapat dilihat bahwa juga memenuhi sifat khusus. Berdasarkan teorema (2.2)
diperoleh det( ) = 	0. Jadi matriks adalah singular.
4.4 Konstruksi Matriks Singular dengan Memilih Matriks Persegi secara
Acak dari Suatu Matriks yang Memenuhi Sifat Khusus
Teorema 4.4 (K. Arulmani, 2012) Misalkan matriks adalah matriks 	 × 	
yang memenuhi sifat khusus. Jika matriks adalah matriks persegi sebarang yang
dipilih di dalam matriks 	,		maka matriks juga memenuhi sifat khusus.
Sehingga matriks juga singular.
Bukti :
Misalkan
( × ) = 	
					 ⋯									 …⋮ 									⋮ ⋱ 							 							 …							 …⋮ 										⋮ 					⋱										 						… 											 					…							⋮ 						⋱ 	⋮…				…			⋮ ⋮ ⋱ …	 …	⋮ ⋮ ⋱ 				 ……⋮ ⋱ ⋮…⋮ ⋮ ⋱…			 …⋮ ⋮ ⋱…								 …⋮ ⋱ ⋮…
Diketahui matriks A memenuhi sifat khusus, artinya:− 	 = 	 − 	 , ∀	 = 1,2,3,… , − 1 , = 1,2,3, … , − 1 .				
Matriks adalah matriks yang diperoleh dari dengan cara memilih
sebarang matriks persegi secara acak di dalam matriks . Misal dipilih
=
		 ( )( ) 				 ( )				… ( )… ( )			 ⋮ 	⋮( ) 		 ( )( )			 ⋱ 	⋮		… ( )
Akan dibuktikan memenuhi sifat khusus.
Karena 1 ≤ ≤ + ≤ dan 1 ≤ ≤ + ≤ maka diperoleh− 	 = 	 − 	 ,					∀	 = , + 1… , + ,	= , + 1, … , + 		
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Jadi, terbukti bahwa matriks juga memenuhi sifat khusus. Menurut
Teorema (2.2), merupakan matriks singular. ■
Contoh 2.5:
Misalkan 	 = 2 51 4					3 2				2 1					4 3				3 23 65 8					4 3				6 5 				5 4					7 64 7					1 4					5 42 1					6 5						3 2
matriks yang memenuhi sifat khusus, sehingga det( ) = 0. Buatlah matriks
singular baru dengan cara memilih matrik persegi secara acak dari matriks !
Penyelesaian :
Matriks adalah matriks yang diperoleh dari dengan cara memilih sebarang
matriks 3 × 3 secara acak di dalam matriks . Misal dipilih																	 = 4 2 16 4 38 6 5
Dapat dilihat bahwa juga memenuhi sifat khusus. Menurut Teorema (2.2)





Matriks singular sangat penting dalam sistem kriptografi, sehingga sangat
dibutuhkan konstruksi matriks singular. Mengkonstruksi matriks singular dari
suatu matriks yang memenuhi sifat khusus dapat dilakukan dengan empat cara
sebagai berikut :
1. Mereduksi Suatu Matriks yang Memenuhi Sifat Khusus
Matriks 	× 	 yang memenuhi sifat khusus dapat direduksi menjadi
matriks × ( ) yang juga memenuhi sifat khusus, sehingga adalah
matriks singular.
2. Menghapus Baris dan Kolom
Misalkan matriks adalah matriks 	 × 	 yang memenuhi sifat khusus.
Matriks 	yang diperoleh dari dengan menghapus baris ke− dan
kolom ke− adalah matriks singular.
3. Pertukaran Baris dan Kolom
Misalkan adalah matriks 	 × 	 yang memenuhi sifat khusus. Jika *
adalah matriks yang diperoleh dengan mempertukarkan dua baris atau dua
kolom dari , maka * adalah matriks singular
4. Memilih Matriks Persegi Secara Acak
Misalkan matriks adalah matriks 	 × 	 yang memenuhi sifat khusus.
Matriks adalah matriks persegi sebarang yang dipilih di dalam matriks 	dan
matriks juga memenuhi sifat khusus. Sehingga matriks juga singular.
5.2 Saran
Penulis hanya membedah empat cara untuk mengkonstruksi matriks singular
di dalam tugas akhir ini, sehingga penulis mengharapkan kepada pembaca agar
melakukan penelitian lebih lanjut dengan menggunakan cara lain untuk
mengkonstruksi matriks singular dari suatu matriks yang memenuhi sifat khusus.
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